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È ÄÂÎÉÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ

Ñòàòüÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïèñàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòðóìåíòà ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è èñ-
ïîëüçîâàíèå ýòîãî èíñòðóìåíòà äëÿ äåìîíñòðàöèè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ âçàèìîñâÿçåé ìåæäó ýôôåêòèâ-
íîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ ðåñóðñîâ è öåíîîáðàçîâàíèåì íà ðûíêàõ ýòèõ ðåñóðñîâ.

×òîáû ïîÿñíèòü íåêîòîðûå èç îñíîâíûõ ïî-
íÿòèé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ìû ðàñ-
ñìîòðèì îäèí ïðîñòîé ïðèìåð. Â ýòîì ïðèìå-
ðå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðåäïðèÿòèå îáëàäàåò
ôèêñèðîâàííîé ñóììîé ðàçëè÷íûõ ïðîèçâîä-
ñòâåííûõ ðåñóðñîâ, ýêîíîìèñò äîëæåí âûáðàòü,
êàê ðàñïðåäåëèòü ýòè ðåñóðñû ïðè ïðîèçâîäñòâå
äâóõ òîâàðîâ � ëåãêîâûõ ìàøèí è ïèêàïîâ. Äëÿ
òîãî ÷òîáû èçáåæàòü èçó÷åíèÿ ñïðîñà íà ýòè
òîâàðû, ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåíû îïðåäåëÿ-
þòñÿ âíå ýòîé ìîäåëè è íåèçìåííû, öåíà êàæ-
äîãî ïèêàïà (Ð

Ò
) ðàâíà $12000 è öåíà êàæäîãî

ëåãêîâîãî àâòîìîáèëÿ (P
C
) ðàâíà $15000. Åäèí-

ñòâåííàÿ öåëü ýêîíîìèñòà â ýòîé óïðîùåííîé
ìîäåëè ýêîíîìèêè � ðàñïðåäåëèòü ðàñïîëàãàå-
ìûå ðåñóðñû äëÿ ïðîèçâîäñòâà ìàøèí òàê, ÷òî-
áû îáùèé îáúåì âûïóñêà áûë ìàêñèìàëüíî âîç-
ìîæíûì, òî åñòü, öåëü � âûáðàòü îáúåì âûïóñêà
ëåãêîâûõ àâòîìîáèëåé (Ñ) è ïèêàïîâ (Ò) òàê, ÷òî

Îáùèé îáúåì äîõîäà = TV = P
T
 T + P

C
 C =

= 12000 ⋅ T + 15000 ⋅ C
áûë âîçìîæíî áîëüøèì ñîîòâåòñòâåííî ðàñïî-
ëàãàåìûì ðåñóðñàì.

Ãðàôè÷åñêîå ïîÿñíåíèå. Ïðåæäå ÷åì ìû
ïðèñòóïèì ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è, èñïîëüçóÿ
ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå, ìû ìîæåì î÷åíü
ïðîñòî ïîëó÷èòü îòâåò â îáùåì âèäå. Íàèáî-
ëåå ïðîñòîé ñïîñîá � îáðàòèòüñÿ ê ãðàôè÷åñ-
êîìó àíàëèçó. Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíà êðèâàÿ ïðî-
èçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé. Êðèâàÿ ÐÐ

ïðåäñòàâëÿåò âîçìîæíûå êîìáèíàöèè ïðîèç-
âîäñòâà ëåãêîâûõ ìàøèí è ïèêàïîâ â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ îáúåìàìè ðàñïîëàãàåìûõ ðåñóðñîâ.
Íàøà öåëü � âûáðàòü òî÷êó íà êðèâîé ïðîèç-
âîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé, ïðåäîñòàâëÿþ-
ùóþ ìàêñèìàëüíûé äîõîä. Ýòîò ïðîöåññ ìàê-
ñèìèçàöèè ïîêàçàí íà ðèñóíêå. Íåñêîëüêî ïà-
ðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ëèíèé (îáîçíà÷åííûõ TV

1
,

TV
2
, TV

3
) îïèñûâàþò êîìáèíàöèè òîâàðîâ, êî-

òîðûå ïðåäîñòàâëÿþò ðàâíûå çíà÷åíèÿ. Íà-
êëîí ýòèõ ëèíèé îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì

�ÐÒ/ÐÑ = -$12000/$15000 = �4/5,

òàê êàê îòíîøåíèå öåí ãîâîðèò, êàê ëåãêîâûå
ìàøèíû áóäóò çàìåùàòüñÿ íà ïèêàïû íà ðûíêå,
â òî âðåìÿ êàê îáùèé äîõîä îò âûïóñêà îñòàåòñÿ
ïîñòîÿííûì.

Îáùàÿ öåííîñòü ïðîèçâîäñòâà ëåãêîâûõ
ìàøèí è ïèêàïîâ ìàêñèìàëüíî áîëüøàÿ, êîãäà
âûáèðàåòñÿ êîìáèíàöèÿ C*, T*. Ïðè ýòîé êîì-
áèíàöèè ïðîèçâîäñòâà îáùèé äîõîä ðàâåí TV

2
,

è ýòî åäèíñòâåííàÿ êîìáèíàöèÿ, êîòîðàÿ ñïî-
ñîáíà äàòü òàêóþ ñóììó. Âñå äðóãèå âîçìîæíûå
êîìáèíàöèè âûïóñêà íà êðèâîé ÐÐ äàþò ìåíü-
øèé îáúåì âûðó÷êè, ÷åì îïòèìàëüíûé âûáîð.
Â òî÷êå Ñ*, Ò* êðèâàÿ ïðîèçâîäñòâåííûõ âîç-
ìîæíîñòåé òî÷íî êàñàåòñÿ ïðÿìîé îáùåãî äî-
õîäà TV

2
. Â îïòèìàëüíîé òî÷êå, îòíîøåíèå â

êîòîðîì ëåãêîâûå àâòî ìîãóò áûòü òåõíè÷åñêè
çàìåùåíû íà ïèêàïû ðàâåí îòíîøåíèþ â êîòî-
ðîì ýòè òîâàðû çàìåùàþòñÿ ïîêóïàòåëÿìè íà
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ðûíêå áåç ñîêðàùåíèÿ ïîëåçíîñòè. Äðóãèìè
ñëîâàìè, êîýôôèöèåíò ïðîäóêòîâîé çàìåñòèìî-
ñòè (RPT � ïèêàïîâ íà ëåãêîâûå ìàøèíû) ðà-
âåí  îòíîøåíèþ öåí Ð

Ò
/Ð

Ñ
.

ÐÐ ïðåäñòàâëÿåò âîçìîæíûå êîìáèíàöèè âûïóñêà
òîâàðîâ ïðè èìåþùèõñÿ ðåñóðñàõ. Åñëè ýêîíîìèñò æå-
ëàåò ìàêñèìèçèðîâàòü îáùóþ âûðó÷êó (TV), îí äîëæåí
ïðèäåðæèâàòüñÿ êîìáèíàöèè Ñ*, Ò*. Ïðè ýòîé êîìáèíà-
öèè âûïóñêà RPT (ïèêàïîâ íà ëåãêîâûå ìàøèíû) ðàâåí
îòíîøåíèþ öåí ýòèõ òîâàðîâ (Ð

Ò
/Ð

Ñ
).

Ðèñ. 1. Ìàêñèìèçàöèÿ âûðó÷êè
â ãèïîòåòè÷åñêîé ýêîíîìèêå

Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå. Ïîñòàíîâ-
êà ïðîáëåìû. Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå �
ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòðóìåíò, îñîáåííî ïîäõî-
äÿùèé äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû, ïîêàçàííîé
íà ðèñ. 1. Èíñòðóìåíò áûë ðàçâèò êàê ñïîñîá
ïîèñêà ìàêñèìóìà ëèíåéíîé ôóíêöèè, óðàâíå-
íèå (1), êîãäà ïåðåìåííûå â ýòîé ôóíêöèè � â
íàøåì ñëó÷àå ýòî ïðîèçâîäñòâî ëåãêîâûõ ìàøèí
è ïèêàïîâ � îãðàíè÷åíû â îáúåìå. Äëÿ òîãî ÷òî-
áû ïîêàçàòü êàê ðàáîòàåò ýòîò èíñòðóìåíò, ìû
äîëæíû ñíà÷àëà èññëåäîâàòü ýêîíîìè÷åñêèå
ôàêòîðû, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ðåøåíèå î âîç-
ìîæíîì îáúåìå âûïóñêà.

Êàê ìû çíàåì, ñóùåñòâóåò äâà òèïà îãðàíè-
÷åíèé îáúåìà, êîòîðûå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü â
ýêîíîìèêå: îáùèé îáúåì ðàçëè÷íûõ ðåñóðñîâ
ôèêñèðîâàí, è îïðåäåëåííûå òåõíè÷åñêèå ïðà-
âèëà (òî åñòü ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ) äîë-
æíû ñîîòâåòñòâîâàòü îáîðîòó ðåñóðñîâ ïðè

âûïóñêå. Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà ìû ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî 3 âèäà ðåñóðñîâ:
òðóä, ìàøèíû è ìåòàëë. Îáúåìû ýòèõ ðåñóðñîâ,
èìåþùèõñÿ â ðàñïîðÿæåíèè, ïîêàçàíû âî âòî-
ðîé êîëîíêå òàáë. 1. Íè îäèí ïðîèçâîäñòâåí-
íûé ïëàí, èñïîëüçóþùèé áîëüøå 720 ðàáî÷èõ
÷àñîâ, 900 ìàøèííûõ ÷àñîâ èëè 1800 òîíí ìå-
òàëëà íå ìîæåò áûòü âûïîëíåí.

Ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè äëÿ ëåãêî-
âûõ àâòîìîáèëåé è ïèêàïîâ. Â òàáëèöå òàê-
æå ïîêàçàíû ñóììû ðåñóðñîâ, êîòîðûå òðåáóþò-
ñÿ äëÿ ïðîèçâîäñòâà åäèíèöû òîâàðà. Äëÿ ïðî-
èçâîäñòâà îäíîãî ïèêàïà íåîáõîäèìû îäèí ðà-
áî÷èé ÷àñ, òðè ìàøèííûõ ÷àñà è ïÿòü òîíí ìå-
òàëëà; äâà ðàáî÷èõ ÷àñà, îäèí ìàøèííûé ÷àñ è
÷åòûðå òîííû ìåòàëëà íóæíî äëÿ ïîñòðîéêè
ëåãêîâîãî àâòîìîáèëÿ. Ïðîèçâîäñòâåííûå òåõ-
íîëîãèè ïîêàçàíû â òàáë. 1: çàìåùåíèå îäíîãî
ðåñóðñà äðóãèì íåâîçìîæíî. Âèä òåõíîëîãèè �
îäíà èç õàðàêòåðèñòèê ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ.

Îãðàíè÷åíèÿ ðåñóðñîâ. Ìû ðàññìîòðèì
îãðàíè÷åíèÿ íà ðàñïîëàãàåìûå ñóììû ðåñóðñîâ,
êîòîðûå íàêëàäûâàþòñÿ íà âîçìîæíûå êîìáè-
íàöèè âûïóñêà ïèêàïîâ è ëåãêîâûõ ìàøèí. Ïðè
Ñ, ïðåäñòàâëÿþùåì îáúåì ïðîèçâîäñòâà ëåãêî-
âûõ ìàøèí, è Ò, ïðåäñòàâëÿþùåì îáúåì ïðîèç-
âîäñòâà ïèêàïîâ, ïåðâàÿ ñòðîêà â òàáë. 1 ïîêà-
çûâàåò, ÷òî âñå âîçìîæíûå êîìáèíàöèè Ò è Ñ
äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü íåðàâåíñòâó

1 ⋅ Ò + 2 ⋅ Ñ <= 720.

Òî åñòü, êîëè÷åñòâî òðóäà çàòðà÷åííîãî íà
ïðîèçâîäñòâî ïèêàïîâ ïëþñ çàòðà÷åííîãî íà
ïðîèçâîäñòâî ëåãêîâûõ ìàøèí íå ìîæåò ïðå-
âûøàòü ðàñïîëàãàåìûõ 720 ðàáî÷èõ ÷àñîâ.
Óðàâíåíèå (2) ìîæåò áûòü íàçâàíî îãðàíè÷å-
íèåì ïðîèçâîäñòâà ïî òðóäó.

 

Åæåíåäåëüíûé
âûïóñê
ëåãêîâûõ à/ì

Åæåíåäåëüíûé
âûïóñê
ïèêàïîâ

Íàêëîí = �Ð
Ò
/Ð

Ñ
 = �4/5

Ð

Ñ*

0 Ò* Ð

TV
3

TV
2TV

1

Òàáëèöà 1

Ðåñóðñû  
Ðàñïîëàãàåìûé 

îáúåì 

Äëÿ 

ïðîèçâîäñòâà 

1 ïèêàïà  

Äëÿ 

ïðîèçâîäñòâà 

1 ëåãêîâîãî 

à/ì 

Òðóä  720 1 2 

Ìàøèíû 900 3 1 

Ìåòàëë 1800 5 4 

(2)
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Ïîäîáíûå æå îãðàíè÷åíèÿ ñóùåñòâóþò íà
ìàøèíû è ìåòàëë. Îíè òàêæå ìîãóò áûòü âçÿòû
ïðÿìî èç òàáë. 1. Îãðàíè÷åíèå íà ìàøèíû

3 � Ò + 1 � Ñ <= 900

è îãðàíè÷åíèÿ íà ìåòàëë

5 � Ò + 4 � Ñ <= 1800.

Ýòè îãðàíè÷åíèÿ îçíà÷àþò íå ÷òî èíîå êàê
òî, ÷òî ìàøèí è ìåòàëëà ìîæåò áûòü èñïîëüçî-
âàíî íå áîëåå, ÷åì èìååòñÿ â ðàñïîðÿæåíèè.

Ñîîòâåòñòâåííî ýòèì òðåì îãðàíè÷åíèÿì,
íàøà çàäà÷à � íàéòè ñî÷åòàíèÿ Ò è Ñ, êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò âñåì îãðàíè÷åíèÿì è íàéòè çíà-
÷åíèå óðàâíåíèå îáùåé âûðó÷êè âûïóñêà, ïî-
êàçàííîãî â óðàâíåíèè (1), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
ìàêñèìàëüíûì.

Ïîñòðîåíèå êðèâîé ïðîèçâîäñòâåííûõ
âîçìîæíîñòåé. Îäíî ðåøåíèå çàäà÷è, òðåáóþ-
ùåå ìíîãî âðåìåíè, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû
ïåðå÷èñëèòü âñå êîìáèíàöèè Ñ è Ò, êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò òðåì îãðàíè÷åíèÿì, ðàññ÷èòàòü
äîñòèãàåìóþ ïðè êàæäîé êîìáèíàöèè îáùóþ
âûðó÷êó è âûáðàòü îäíó ñ íàèáîëüøåé âûðó÷-
êîé. Íà ïðàêòèêå, îäíàêî, òàêèå ðåøåíèÿ íàõî-
äÿòñÿ, èñïîëüçóÿ ïðîñòîé ãðàôè÷åñêèé ïîäõîä.
Íà ðèñ. 2 ìû íàðèñîâàëè òðè ðåñóðñíûõ îãðà-
íè÷åíèÿ. Òàê êàê ëþáàÿ âîçìîæíàÿ êîìáèíàöèÿ
Ñ è Ò äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü âñåì òðåì òðåáî-
âàíèÿì, íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî òå òî÷êè íà äè-
àãðàììå, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû íèæå âñåõ òðåõ
ïðÿìûõ. Æèðíàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 2 óêàçûâàåò âíå-
øíèé ïåðèìåòð çîíû âîçìîæíîãî âûáîðà. Êîì-
áèíàöèè ïðîèçâîäñòâà ëåãêîâóøåê è ïèêàïîâ íà
èëè âíóòðè ýòîé êðèâîé âîçìîæíû. Òî÷êè âíå
ýòîãî ïåðèìåòðà íå ìîãóò ïðîèçâîäèòüñÿ, ïî-
òîìó ÷òî íåäîñòàòî÷íî ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî
èç ðåñóðñîâ, ÷òîáû ñäåëàòü ýòî.

Íàïðèìåð, åñëè ýêîíîìèñò ðåøèò ïðîèçâî-
äèòü òîëüêî ëåãêîâóøêè, æèðíàÿ ëèíèÿ óêàçû-
âàåò, ÷òî ìîæíî ïðîèçâåñòè 360 øòóê. Ïðè ïðî-
èçâîäñòâå òîëüêî ëåãêîâóøåê â ýêîíîìèêå â ïåð-
âóþ î÷åðåäü èñ÷åðïûâàþòñÿ ðåñóðñû ïî òðóäó
(ìåòàëëà äîñòàòî÷íî íà ïðîèçâîäñòâî 450 ëåã-
êîâóøåê, à ìàøèí íà 900 øòóê). Äëÿ ïèêàïîâ, ñ
äðóãîé ñòîðîíû, îáÿçàòåëüíîå îãðàíè÷åíèå �
ðàñïîëàãàåìûå ìàøèíû. Ìàøèí äîñòàòî÷íî
òîëüêî äëÿ ïðîèçâîäñòâà 300 ïèêàïîâ. Äðóãèå

êîìáèíàöèè ëåãêîâóøåê è ïèêàïîâ íà èëè âíóò-
ðè æèðíîé ëèíèè íà ðèñ. 2 ïîäîáíûì æå îáðà-
çîì óäîâëåòâîðÿþò âñåì îãðàíè÷åíèÿì. Êðèâàÿ,
êîòîðóþ ìû îïèñàëè, åñòü íå ÷òî èíîå êàê êðè-
âàÿ ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé.

Æèðíàÿ ëèíèÿ íà äèàãðàììå � êðèâàÿ ïðîèçâîä-
ñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé íà ëåãêîâûå àâòîìîáèëè è ïè-
êàïû, ñëîæåííàÿ èç ðåñóðñíûõ îãðàíè÷åíèé. Ýòîò ïå-
ðèìåòð óñòàíàâëèâàåò êîìáèíàöèè âûïóñêà, êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò âñåì îãðàíè÷åíèÿì.

Ðèñ. 2. Ïîñòðîåíèå êðèâîé ïðîèçâîäñòâåííûõ
âîçìîæíîñòåé èç çàäà÷è ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå. Ðåøåíèå
çàäà÷è. Ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü êðèâóþ ïðî-
èçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé íà ðèñ. 2, ÷òîáû
ðåøèòü çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè âûðó÷êè, âî ìíî-
ãîì ñõîäíóþ ñî ñïîñîáîì ðåøåíèÿ çàäà÷è íà
ðèñ. 1. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíà êðèâàÿ ïðîèçâîäñòâåí-
íûõ âîçìîæíîñòåé âìåñòå ñ íåñêîëüêèìè ïðÿ-
ìûìè ðàâíîé âûðó÷êè. Èç ðèñóíêà ìû ìîæåì
âèäåòü, ÷òî òî÷êà ìàêñèìèçàöèè âûðó÷êè � êîì-
áèíàöèÿ âûïóñêà Ñ*, Ò*, ãäå ïåðåñåêàþòñÿ îãðà-
íè÷åíèÿ íà òðóä è íà ìåòàëë (âåðíåìñÿ ê ðèñ. 2,
÷òîáû ïðîâåðèòü äåéñòâèòåëüíî ëè â òî÷êå Ñ*,
Ò* îãðàíè÷åíèÿ ïåðåñåêàþòñÿ). Ðàçðåøåíèÿ äâóõ
îãðàíè÷åíèé äëÿ Ñ* è Ò* ñîîòâåòñòâóþò

1Ò + 2Ñ = 720 (îãðàíè÷åíèå íà òðóä)
5Ò + 4Ñ = 1800 (îãðàíè÷åíèå íà ñòàëü)         (5)

èëè äëÿ îãðàíè÷åíèÿ òðóäà
Ò = 720 � 2Ñ.

Ïîýòîìó, çàìåñòèâ íà îãðàíè÷åíèå ìåòàë-
ëà, ïîëó÷èì

5(720) � 10Ñ + 4Ñ = 3600 � 6Ñ = 180            (7)

Âûïóñê ëåãêîâûõ à/ì
åæåíåäåëüíî

 Îãðàíè÷åíèå íà ìàøèíû

Îãðàíè÷åíèå íà ìåòàëë

Îãðàíè÷åíèå òðóäà

Âûïóñê ïèêàïîâ
åæåíåäåëüíî

 0  300 360  720

450

 900

(6)

(3)

(4)

 

360
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Îòñþäà íàøå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ñîîò-
âåòñòâóåò

Ñ* = 300     Ò* = 120.

Íàëàãàÿ íåñêîëüêî ïðÿìûõ ðàâíîé âûðó÷êè íà êðè-
âóþ ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé, ìîæåò áûòü
íàéäåíà òî÷êà ìàêñèìàëüíîé âûðó÷êè. Ýòà òî÷êà ðàñ-
ïîëîæåíà òàì, ãäå ïåðåñåêàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà òðóä
è íà ìåòàëë.

Ðèñ. 3. Ìàêñèìèçàöèÿ ïðèáûëè
ïðè ëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîëæíî ïðîèçâîäèòüñÿ 120
ïèêàïîâ è 300 ëåãêîâûõ à/ì. Âûðó÷êà, ïîëó÷àå-
ìàÿ îò ýòîãî âûïóñêà ñîñòàâèò $5940000 =
= $12000 ⋅ 120 + $15000 ⋅ 300. Ýòà ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíàÿ âûðó÷êà óäîâëåòâîðÿåò ðåñóðñíûì
îãðàíè÷åíèÿì. Ïðè ýòîì óðîâíå ïðîèçâîäñòâà
íå âñå ðàñïîëàãàåìûå ðåñóðñû ìàøèí áóäóò èñ-
ïîëüçîâàíû. Ïðîèçâîäñòâî 300 ëåãêîâóøåê è
120 ïèêàïîâ òðåáóåò òîëüêî 660 ìàøèííûõ ÷à-
ñîâ, òîãäà êàê èìååòñÿ 900 åäèíèö. Çàìå÷àíèå î
òîì, ÷òî ïðè îïòèìàëüíîì âûïóñêå åñòü íåèñ-
ïîëüçîâàííûå ìàøèíû � âàæíîå çàêëþ÷åíèå â
ïðîöåññå öåíîîáðàçîâàíèÿ íà ðûíêå ìàøèí, êàê
ìû óâèäèì äàëåå.

Äóàëèçì è öåíîîáðàçîâàíèå íà ðûíêå ðå-
ñóðñîâ. Ðàíåå â çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ ìû íè÷åãî íå ãîâîðèëè î öåíàõ íà ðå-
ñóðñû. Ýêîíîìèêà ðàñïîëàãàåò îïðåäåëåííûìè
îáúåìàìè ðåñóðñîâ, è èñõîäÿ èç íèõ ýêîíîìèñ-
òû ðåøàþò çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè âûðó÷êè â ýêî-
íîìèêå. Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,
ñâÿçàííàÿ ñ ýòîé çàäà÷åé ìàêñèìèçàöèè, íàçû-
âàåòñÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ ïî îïðåäåëåíèþ ñîáñòâåííî öåí

Âûïóñê ïèêàïîâ åæåíåäåëüíî

ðåñóðñîâ, ïðèñîåäèíåííàÿ ê âûáîðó îïòèìàëü-
íîãî óðîâíÿ ïðîèçâîäñòâà ïèêàïîâ è ëåãêîâûõ
ìàøèí. Ôîðìàëüíî, ýòè öåíû ðåñóðñîâ âûòåêà-
þò èç çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ìèíèìèçèðóÿ
M = 720P

L
 + 900P

K
 + 1800P

S
 ,

ïðè óñëîâèè, ÷òî
P

L
 + 3P

K
 + 5P

S
 >= 12000

2P
L
 + P

K
 + 4P

S
 >= 15000,

ãäå P
L
, P

K
 è P

S
 � öåíû çà åäèíèöó òðóäà, êàïèòà-

ëà è ñòàëè, ñîîòâåòñòâåííî.
Ýòîé äâîéñòâåííîé çàäà÷å ìîæíî äàòü ýêî-

íîìè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ìû äîëæíû íàé-
òè öåíû íà ðåñóðñû, êîòîðûå ìèíèìèçèðóþò
îáùóþ èõ ñòîèìîñòü (òî åñòü ïîçâîëÿþò ìèíè-
ìèçèðîâàòü îáùèå èçäåðæêè). Ýòè öåíû íå ìî-
ãóò áûòü ñëèøêîì íèçêèìè (îíè íå ìîãóò áûòü
ðàâíû íóëþ). Äâà íåðàâåíñòâà â óðàâíåíèè 10
òðåáóþò, ÷òîáû ïðîèçâîäñòâî è ëåãêîâûõ ìàøèí,
è ïèêàïîâ ïðèíîñèëî ÷èñòóþ ýêîíîìè÷åñêóþ
ïðèáûëü. Íàïðèìåð, ïåðâîå íåðàâåíñòâî ãîâî-
ðèò, ÷òî èçäåðæêè ïðîèçâîäñòâà îäíîãî ïèêàïà
(òî åñòü, çàòðàòû íà 1 ðàáî÷èé ÷àñ, 3 ìàøèííûõ
÷àñà è 5 òîíí ìåòàëëà) äîëæíû áûòü íå íèæå
öåíû ñàìîãî àâòîìîáèëÿ $12000. Ïîäîáíûì æå
îáðàçîì ðàñõîäû íà ïðîèçâîäñòâî ëåãêîâóøåê
äîëæíû áûòü íå âûøå $15000.

Áåç ïðèâåäåíèÿ ôîðìàëüíûõ ïîäðîáíîñòåé
ÿñíî, ÷òî äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ñâÿçàíà íåêîòî-
ðûì îáðàçîì ñ ïåðâîíà÷àëüíîé çàäà÷åé. Âñå ïå-
ðåìåííûå, èñïîëüçóåìûå â ïåðâîíà÷àëüíîé çà-
äà÷å, ïðèìåíÿþòñÿ è â äâîéñòâåííîé çàäà÷å, íî
â ðàçíûõ ïîëîæåíèÿõ. Â ÷àñòíîñòè, îáúåì ðå-
ñóðñîâ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â ïåðâîíà÷àëü-
íûõ îãðàíè÷åíèÿõ, çäåñü ïðîÿâëÿþòñÿ êàê êîýô-
ôèöèåíòû â äâîéñòâåííîé öåëåâîé ôóíêöèè (9),
è íàîáîðîò. Òàêæå îãðàíè÷åíèÿ îñíîâíîé çàäà-
÷è âêëþ÷àþòñÿ ñî ñâîåé ñòîðîíû â äâîéñòâåí-
íóþ çàäà÷ó.

Ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è. Ãðàôè÷åñ-
êîå ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ íå ïðåäñòàâëåíî çäåñü, òàê
êàê ýòî òðåáóåò 3-õìåðíîãî ãðàôèêà, ÷òîáû ïî-
êàçàòü âñå òðè öåíû íà ðåñóðñû. Ïðèìèòå íà
âåðó, ÷òî ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è îïðå-
äåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè:

Âûïóñê ëåãêîâûõ à/ì
åæåíåäåëüíî

TV=12000Ò + 15000Ñ

0

Ñ*=300

Ò*=120

(9)

(10)

(8)
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P
L
 = $4500,

P
K
 = $0,

P
S
 = $1500.

Ýòî òå öåíû òðóäà, ìàøèí è ìåòàëëà, êîòî-
ðûå ìèíèìèçèðóþò çíà÷åíèå óðàâíåíèÿ (9) è
óäîâëåòâîðÿþò äâóì îãðàíè÷åíèÿì, çàäàâàåìûì
ðàâåíñòâîì (10). Âû ìîæåòå ïðîâåðèòü, äåé-
ñòâèòåëüíî ëè ýòî ñïðàâåäëèâî.

Ýòî ðåøåíèå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü íåñêîëüêî
âàæíûõ çàêëþ÷åíèé:

1. Ïðè óêàçàííûõ öåíàõ íà ðåñóðñû, íåðà-
âåíñòâà óðàâíåíèÿ (10) âûïîëíÿþòñÿ. Èçäåðæ-
êè, íàïðèìåð, íà ïðîèçâîäñòâî ïèêàïà $4500 +
0 + 5*$1500 òî÷íî ðàâíî $12000. Ýòî æå ñïðà-
âåäëèâî è äëÿ ïðîèçâîäñòâà ëåãêîâûõ ìàøèí.
Ñëåäîâàòåëüíî, íè îäèí òîâàð íå ïðîèçâîäèò-
ñÿ ñ óáûòêîì è, ñîîòâåòñòâåííî, ïðîèçâîäñòâî
òîâàðîâ íå òðåáóåò ñóáñèäèðîâàíèÿ.

2. Îáùèå çàòðàòû íà ïðèîáðåòåíèå âñåõ ðå-
ñóðñîâ ïðè ýòèõ öåíàõ ñîñòàâèò $5940000. Íå-
ñëó÷àéíî, ÷òî ýòà ñóììà ðàâíà ìàêñèìàëüíîé
âûðó÷êå, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ îñíîâíîé çàäà-
÷åé. Òàêàÿ âçàèìîñâÿçü ñîõðàíÿåòñÿ ìåæäó îñ-
íîâíîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷àìè, ñîõðàíÿåòñÿ
âî âñåõ ïðîãðàììàõ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ. Ýòî ðàâåíñòâî ïîõîæå íà ðàâåíñòâî äîõî-
äû-âûïóñê ìåæäó äîõîäîì è ðàñõîäàìè íà ïðè-
îáðåòåíèå òîâàðîâ. Îáùèé îáúåì âûïóñêà ðà-
âåí îáùåé ñòîèìîñòè ðåñóðñîâ.

3. Ðåñóðñó, êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ  â èçáûòêå
ïðè ðåøåíèè îñíîâíîé çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóåò
öåíà $0 â äâîéñòâåííîé çàäà÷å. Ýòîò ðåçóëüòàò
îçíà÷àåò, ÷òî ïðèâëå÷åíèå äîïîëíèòåëüíûõ
ìàøèí â ýòó ýêîíîìèêó íå îêàæåò âëèÿíèå íà
îáúåì âûïóñêà. Ôîðìàëüíî, öåíà ìàøèí â ïðè-
ìåðå ðàâíà 0, ïîòîìó ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè
èõ èìååòñÿ èçáûòîê. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà òðóä
è ìåòàëë íàëàãàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå îã-
ðàíè÷èâàþò ðîñò âûïóñêà ïðîäóêöèè, ñëåäîâà-
òåëüíî, èõ öåíû â äâîéñòâåííîé çàäà÷å ïîëî-
æèòåëüíû. Öåíû, äàííûå â óðàâíåíèè (11) äëÿ
PL è PS, ïîêàçûâàþò, ñêîëüêî äîïîëíèòåëüíî
âûðó÷êè ìîæíî ïîëó÷èòü îò èñïîëüçîâàíèÿ
îäíîé äîïîëíèòåëüíîé åäèíèöû ðåñóðñà. Íà-
ïðèìåð, óâåëè÷åíèå ðåñóðñîâ ðàáî÷åãî âðåìå-
íè íà îäíó åäèíèöó âûçîâåò ðîñò îáùåãî âû-
ïóñêà íà $4500.

Äàëüíåéøåå íàáëþäåíèå äâîéñòâåííîñ-
òè. Äâå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
äåìîíñòðèðóþò âçàèìîîòíîøåíèå ìåæäó îïòè-
ìàëüíûì âûáîðîì îáúåìîâ ïðîèçâîäñòâà è ïðà-
âèëüíûì âûáîðîì öåí ðåñóðñîâ. Îïòèìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ôèêñèðîâàííîé ñóììû ðåñóðñîâ
ìåæäó ïðîèçâîäñòâàìè ðàçëè÷íûõ òîâàðîâ âñå-
ãäà ñâÿçàíî ñ äâîéñòâåííîé çàäà÷åé, êîòîðàÿ
âêëþ÷àåò îïòèìàëüíîå öåíîîáðàçîâàíèå íà
ðûíêàõ ðåñóðñîâ. Ðåøåíèå îäíîé çàäà÷è ýêâè-
âàëåíòíî ðåøåíèþ äðóãîé. Ýòà âçàèìîñâÿçü,
êîòîðàÿ ÿñíî îòðàæàåò äåéñòâèå íåâèäèìîé
ðóêè Àäàìà Ñìèòà, òàêæå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Ðàñ÷åò öåí ðåñóðñîâ ïî ìîäåëè ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü ïîëåçåí äëÿ ýêî-
íîìè÷åñêîãî ïëàíèðîâàíèÿ â íåáîëüøèõ êîì-
ïàíèÿõ. Òàêèå ðàñ÷åòíûå öåíû äàþò èíôîðìà-
öèþ î òîì, íàñêîëüêî âàæíû òå èëè èíûå ðå-
ñóðñû, è ïîðîé ýòè öåíû ìîãóò çíà÷èòåëüíî îò-
ëè÷àòüñÿ îò ðåàëüíûõ öåí íà ðåñóðñû. Íàïðè-
ìåð, ñóùåñòâóþò èíñòèòóöèîíàëüíûå ïðè÷èíû
(ïðîôñîþçû, ìèíèìàëüíàÿ ñòàâêà çàðàáîòíîé
ïëàòû è ò.ä.), ïðèâîäÿùèå ê òîìó, ÷òî íåêîòî-
ðûå ðàáî÷èå èìåþò âûñîêóþ çàðàáîòíóþ ïëà-
òó, äàæå íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî òðóä êàê ðåñóðñ èìå-
åòñÿ â èçáûòêå âî ìíîãèõ îòðàñëÿõ ýêîíîìèêè.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîäåëè ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ ìîãóò êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî ðåàëüíûé
îáúåì òðóäà ñêîðåå ìåíüøå, è ïðîèçâîäñòâåí-
íèêè äîëæíû ïðèíÿòü òåõíîëîãèþ, êîòîðàÿ èñ-
ïîëüçóåò òðóä â áîëüøèõ ðàçìåðàõ, ÷åì êàæåòñÿ
ýêîíîìè÷åñêè îïðàâäàííûì, åñëè ó÷èòûâàòü
òîëüêî óðîâåíü çàðàáîòíîé ïëàòû.

Êîðïîðàöèè èñïîëüçóþò ëèíåéíîå ïðî-
ãðàììèðîâàíèå äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîâûñèòü ýô-
ôåêòèâíîñòü óïðàâëåí÷åñêèõ ðåøåíèé. Ïî-
òðåáíîñòü â èñïîëüçîâàíèè âîçíèêàåò, êîãäà
ôèðìà ñòðåìèòñÿ äåöåíòðàëèçîâàòü ïðèíÿòèå
ðåøåíèé. ×òîáû ñäåëàòü ýòî, ôèðìû ÷àñòî ðàç-
äåëÿþò ñâîþ äåÿòåëüíîñòü ñðåäè íåñêîëüêèõ
öåíòðîâ, êîòîðûå îòâåòñòâåííû çà âñå ïðîèç-
âîäñòâåííûå ðåøåíèÿ â ðàìêàõ ñâîåãî ðûíêà.
Îäíà èç ïðîáëåì, ñ êîòîðîé ñòàëêèâàåòñÿ ìå-
íåäæìåíò äåöåíòðàëèçîâàííîé ôèðìû, � ýòî
îáåñïå÷åíèå êàæäîãî öåíòðà íåîáõîäèìûìè
ðåñóðñàìè (çàâîä è îáîðóäîâàíèå, àäìèíèñò-
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ðàòèâíûé ïåðñîíàë, ðåêëàìíûé øòàò). Òîëüêî
òî÷íî âûáðàâ ðàñ÷åòíûå öåíû ýòèõ ðåñóðñîâ,
ìåíåäæìåíò ôèðìû ìîæåò áûòü óâåðåí â òîì,
÷òî ðåøåíèÿ ìåíåäæåðîâ öåíòðà áóäóò ïðèâî-
äèòü ê ïîëîæèòåëüíûì ðåçóëüòàòàì. Â ýòîì
ñëó÷àå ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå øèðîêî
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èñ÷èñëåíèÿ öåí âíóòðèôèð-
ìåííûõ ðåñóðñîâ.

Ýòè äâà ïðèìåðà � íè÷òîæíàÿ ÷àñòü òîãî
ìíîãîîáðàçèÿ ïðèëîæåíèé, êîòîðîå èìååò ëè-
íåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå. Ê íèì îòíîñÿò òà-
êèå ðàçëè÷íûå ñôåðû, êàê ïëàíèðîâàíèå ãàçîïðî-
âîäîâ è âîêçàëîâ, ðàçðàáîòêà îïòèìàëüíîãî ïîð-
òôåëÿ èíâåñòèöèé è èçó÷åíèå äâèæåíèÿ ñåçîí-
íîé ðàáî÷åé ñèëû. Âî ìíîãèõ èç ýòèõ ïðèëîæå-
íèé äâîéñòâåííûå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ òðàäèöèîííî.

Ýòà ñòàòüÿ ñ ïîìîùüþ ïðîñòîãî ïðèìåðà
îïèñûâàåò èñïîëüçîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî èí-
ñòðóìåíòà ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ êàê
ìåòîäà ðåøåíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷. Â äîïîë-
íåíèå ê èëëþñòðàöèè òåõíèêè îáñóæäàåòñÿ
äâîéñòâåííàÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó ýôôåêòèâíûì

ðàñïðåäåëåíèåì ðåñóðñîâ è öåíîîáðàçîâàíèåì
íà ðûíêàõ ðåñóðñîâ.

Îñíîâíûå âûâîäû:
- ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå ìîæåò áûòü

èñïîëüçîâàíî äëÿ ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî (èëè
ìèíèìàëüíîãî) çíà÷åíèÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè,
êîãäà çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ â ôóíêöèè ïîä÷è-
íÿþòñÿ ëèíåéíûì îãðàíè÷åíèÿì;

- îïòèìàëüíîå ðåøåíèå íàéäåííîå ñ ïîìî-
ùüþ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâó-
åò õàðàêòåðèñòèêàì ýôôåêòèâíîñòè, â ÷àñòíîñòè,
ïðåäåëüíûé óðîâåíü ïðîäóêòîâîé çàìåñòèìîñ-
òè ðàâåí îòíîñèòåëüíûì öåíàì ïðîèçâîäèìûõ
òîâàðîâ;

- ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ äàåò îïòèìàëüíûå öåíû íà
îãðàíè÷åííûå ðåñóðñû. Ðåñóðñû, êîòîðûå íå
îãðàíè÷åíû (äîñòàòî÷íû äëÿ ýêîíîìèêè), ïîëó-
÷àþò íóëåâûå öåíû â äâîéñòâåííîé çàäà÷å.
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