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Современная социально-экономическая
система, характеризующаяся переходом от вос-
производственного типа развития к инноваци-
онному, ориентирована на постоянно растущую
потребность в нововведениях, усовершенство-
ваниях, в модернизации. Использование новой,
оригинальной, неапробированной идеи, а сей-
час таких большинство, как правило, сопряже-
но с высоким уровнем риска. Это естественно,
так как за новизной всегда стоят неопределен-
ные условия, причинами возникновения кото-
рых являются: недостаточность информации об
экономическом объекте, процессе, явлении; на-
личие альтернативных тенденций, столкнове-
ние противоречивых интересов; вероятностный
характер научно-технического прогресса; спон-
танность природных процессов и явлений; слу-
чайность и др.

Несмотря на многочисленные исследования
по различным проблемам риска, в настоящее
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МАТЕМАТИКА  НА  СЛУЖБЕ  МЕНЕДЖМЕНТА

В статье освещается один из сложных и приоритетных аспектов теории и практики модернизации. Ускоре-
ние и эффективность этого процесса в первую очередь зависит от квалификации, заинтересованности менедж-
мента, а также умения использовать современные методы управления. Это особенно важно в процессе анализа,
прогнозирования и снижения рисков. В этом отношении заметная роль принадлежит экономико-математичес-
ким методам.

Жизнь без начала и конца,
Нас всех подстерегает случай,
Над нами – сумрак неминучий,
Иль ясность божьего лица.

А. Блок

время не сформировалось единого подхода к его
сущности. Говоря о первом в экономике науч-
ном определении риска, обычно ссылаются на
Ф. Найта (1921 г.), который предложил разли-
чать риск и неопределенность: риск имеет мес-
то тогда, когда некоторое действие может при-
вести к нескольким взаимоисключающим исхо-
дам с известным распределением их вероятно-
сти. Если же такое распределение неизвестно,
то соответствующая ситуация рассматривается
как неопределенность. Очевидно, что в этом
случае речь идет, скорее, не об определении
риска, а лишь о наличии информации, характе-
ризующей риск.

В целом большинство исследователей рас-
сматривает риск как экономическую категорию,
характеризующую возможность, вероятность
отклонения от цели, несовпадения фактичес-
кого результата с намеченным в условиях
объективно существующей неопределенности:
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"Риск – это любое изменение исхода". Дей-
ствие риска приводит к возникновению "ин-
тернальных эффектов", то есть незапланиро-
ванных, дополнительных издержек или, на-
против, доходов.

В условиях риска существуют два варианта
деятельности: "действие наудачу в надежде на
счастливый случай" и действия на основе чет-
ко разработанной стратегии оценки и управле-
ния рисками. Разработка стратегии, основанной
на детальном анализе риска и подготовке мероп-
риятий, уменьшающих его отрицательные по-
следствия до приемлемого уровня, позволяют
реализовать высокорискованные проекты, фак-
тически рискуя малым, насколько это приемле-
мо или допустимо для экономического субъекта.

Данная статья посвящена результатам иссле-
дования роли производной в определении
уровня и динамики инвестиционного риска,
которое позволит менеджеру компании принять
обоснованное решение о необходимости утвер-
ждения или отклонения инвестиционного про-
екта. С помощью первой и второй производ-
ных могут быть выявлены интервалы, в кото-
рых функция риска чистого дисконтированно-
го дохода NPV (одного из важнейших показате-
лей эффективности инвестиционного проекта)
убывает или возрастает ускоряющимися или
замедляющимися темпами и, что не менее важ-
но, найдены экстремумы (максимальное и ми-
нимальное значения) этой функции, а, следова-
тельно, и самого инвестиционного риска.

Функция риска, называемая еще интенсив-
ностью случайной величины (или интенсивно-
стью смертности случайной величины), описы-
вается следующим образом:

    (1)

где в роли случайной величины Z выступает
чистый дисконтированный доход NPV = Z ис-
следуемого инвестиционного проекта, F(x) =
= P{Z = NPV < x} – функция распределения
случайной величины Z = NPV; f (x) = F(x) – плот-
ность вероятности Z = NPV; S(x)=1– F/(x) =
P{Z = NPV > x} – функция выживания Z = NPV –
чистого дисконтированного дохода.

Функция риска (1) исследовалась методами
дифференциального исчисления на экстремум,
интервалы убывания, возрастания и на выяв-
ление темпов убывания или возрастания. Как
известно, вышеуказанным целям служит поня-
тие производной, которая характеризует не со-
стояние (как суммарная или средняя величины),
а процесс, изменение изучаемого экономичес-
кого объекта (в нашем случае инвестиционного
риска). Таким образом, производная выступает
как скорость изменения функции риска (первая
производная) и как ее ускорение – темп роста
или убывания (вторая производная).

Авторами статьи исследовались инвестици-
онные проекты, чистый дисконтированный до-
ход NPV которых имеет различные распределе-
ния вероятностей, встречающиеся в практичес-
кой инвестиционной деятельности: от нормаль-
ного (гауссовского) распределения до распреде-
ления Эрланга.

1. Сначала был исследован случай нормаль-
ного распределения (распределения Гаусса) чи-
стого дисконтированного дохода Z = NPV с па-
раметрами m и s.

Предположение о нормальном распределе-
нии чистого дисконтированного дохода являет-
ся вполне обоснованным, так как известно, что
закон нормального распределения характерен
для распределения случайной величины (в на-
шем случае это NPV), когда эта случайная вели-
чина представляет собой результат совместного
воздействия большого количества независимых
друг от друга факторов (в нашем случае это цена
единицы продукции, условно-переменные и по-
стоянные издержки, амортизация, ставка дискон-
та, срок реализации проекта, остаточная сто-
имость и т.д.), причем ни один из них не оказы-
вает преобладающего влияния на результатив-
ный показатель, Z–NPV. Следует заметить, что
нормальное распределение экономических явле-
ний в чистом виде встречается редко, однако если
однородность совокупности соблюдена, то час-
то фактические распределения близки к нормаль-
ному и поэтому это распределение считается са-
мым распространенным среди других распреде-
лений вероятностей. Например, такому распре-
делению подчиняются физические свойства жи-

,
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вых организмов (рост, вес, длина), значения ко-
эффициентов умственного развития, размеры
изделий, средняя температура и т.п.

Функция риска для стандартной нормаль-
ной случайной величины, то есть когда m = 0,
s = 1, имеет вид

где

Вычисления первой и второй производных
функции риска приводят к заключению, что
R/(х) > 0, R// (х) > 0 при всех значениях чистого
дисконтированного дохода, что свидетельству-
ет о том, что с ростом NPV его функция риска
возрастает (R/(х) > 0) ускоряющимися темпами
(R// (х) > 0, то есть все быстрее).

Вышеприведенное заключение иллюстри-
руется графиком (рис. 1) и вполне согласуется с
основным правилом финансового менеджмен-
та: "Чем выше риск, тем больше доход".

2. В последнее время в теории вероятно-
стей (особенно в теории надежности) огром-
ную роль стало играть распределение Вей-
булла с функцией распределения
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где параметры c > 0, b > 0, 0 Ј x < µ.

Функция риска для случайной величины
Z = NPV, распределенной по закону Вейбулла,
равна

Исследования функции риска R(x) метода-
ми дифференциального исчисления привели к
следующим результатам:

и, следовательно:
а) при значениях параметра распределения

0 < c < 1 и R//(x > 0 всегда), поэтому функция
риска с ростом NPV убывает замедляющимися
темпами, устремляясь к нулю, что представляет
собой очень важный для менеджера, принима-
ющего решение об осуществлении проекта или
отклонению его, факт;

б) при 1 < c < 2  R/(x) > 0  и  R//(x) < 0, поэто-
му функция риска с ростом NPV возрастает за-
медляющимися темпами;

в) при с > 2  R/(x) > 0 и R//(x) > 0, поэтому
функция риска NPV возрастает ускоряющимися
темпами;

,
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Рис. 1. Функция риска для стандартной нормальной случайной величины NPV (0; 1)

.
b

cx

b
xb

b
xcx

)x(F
)x(F)x(R c

c

c
c

c
c

1
1

/

exp

exp

1

-

-

=

ъы
щ

кл
й-Ч

ъ
ъ
ы

щ

к
к
л

й
ч
ш
ц

з
и
ж-Ч

=
-

=

;)1( 2/ -Ч-Ч= c
c xc

b
c)x(R

3// )2)(1( -Ч
--Ч

= c
c x

b
ссc)x(R

0  

0,5  

1  

1,5  

2  

2,5  

3  

3,5  

-3  -2  - 1 0  1  2 3   x = NPV  

Риск 

Значение х  

)( 1
)( ) (
xF

x f x R 
- =   



68

ISSN 1993-047X. «Актуальные проблемы экономики и права». 2010. № 1.

Экономика и управление народным хозяйством

г) при с = 1 функция риска 
b

xR 1)( =  являет-

ся константой, то есть не меняется с изменени-
ем случайной величины Z = NPV – чистого дис-
контированного дохода;

д) при с  = 2  ,2)( 2b
xxR =  ,02)( 2

/ >=
b

xR

то есть график функции риска представляет со-
бой возрастающую прямую, следовательно, с
ростом NPV риск тоже возрастает, как прямая с

угловым коэффициентом  .
b

k 2
2

=

Следует заметить, что при с = 1 распреде-
ление Вейбулла превращается в частный слу-
чай – экспоненциальное (показательное) рас-
пределение.

3. Если случайная величина Z = NPV рас-
пределена по закону Парето с функцией распре-
деления F(x)=P{NPV < x} = 1 – x-c, где параметр
c > 0, 1 Ј x < µ, то его функция риска равна

,)(
x
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Поскольку c > 0 и x > 0, то при всех значениях х
R/(x) < 0, R//(x) > 0  и, следовательно, риск будет
убывать замедляющимися темпами, стремясь
к нулю с ростом случайной величины Z =
= NPV ®µ, что также, как и в случае распреде-
ления Вейбулла с параметром 0 < c < 1, являет-
ся удивительным фактом, способствующим при-
нятию менеджером фирмы положительного ин-
вестиционного решения.

4. Равномерное (прямоугольное) распреде-
ление характеризуется, как известно, функци-

ей распределения { } ,)(
b

axxNPVPxF -
=<=

a Ј x Ј a + b.
В таком случае функция риска представля-

ется функцией 
xba

xR
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=
1)(   с производны-
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следовательно, R/(x) > 0 , R//(x) > 0 .

Это означает, что с ростом случайной ве-
личины Z = NPV риск растет убыстряющимися
темпами.

Наиболее важными распределениями веро-
ятностей, с точки зрения предельного анализа
(исследования экономических факторов с помо-
щью производных), являются гамма-распреде-
ление, степенное, логарифмически нормальное
и распределение Вейбулла чистого дисконтиро-
ванного дохода NPV.

5. Пусть случайная величина Z = NPV имеет
гамма-распределение с плотностью вероятности

,
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параметра с, 0 Ј x < µ, b > 0.
Функция риска случайной величины Z =

NPV при дробных значениях параметра с и при
b = 1 задается в виде
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и при 
2
1

=с , например, быть представлена в

виде следующего графика (рис. 2).
Численные значения гамма-функции Г(х)

при дробных значениях х взяты из таблицы зна-
чений гамма-функции.

Из соотношений R/(x) < 0, R//(x) > 0 и вогну-
тости графика функции риска R(x), изображен-
ного на рис. 2, вытекает, что с ростом случайной
величины NPV риск инвестиционного проекта
убывает замедляющимися темпами (все медлен-

нее), устремляясь к числу b
1

 при NPV ® µ, что

также представляет важно и открывает опреде-
ленные перспективы при принятии менеджером
фирмы обоснованных инвестиционных решений.

В случае, когда параметр с – целое число,
гамма-распределение называется распределе-
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Рис. 2. Функция риска NPV, имеющего гамма-распределение при 
2
1

=с

нием Эрланга, а его функция риска выражается
формулой
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Например, при с = 2, b = 1  R(x) = x (1+x) =
= x2 + x и, следовательно, R/(x) = 2x + 1, R//x = 2.

При 0 Ј x < µ, R/(x) > 0, R//(x) > 0, то есть
функция риска возрастает ускоряющимися тем-
пами, о чем свидетельствует и следующий вог-
нутый график функции риска (рис. 3).

 6. Наибольший интерес представляет слу-
чай логарифмически нормального распределения

Рис. 3. Функция риска NPV, имеющего распределение Эрланга при с = 2

чистого дисконтированного дохода. Доказано,
что если ключевые параметры – Р – цена едини-
цы продукции и Q – объем продукции – распре-
делены по логарифмически нормальному закону
с параметрами (m; s) и (m; r) соответственно, то
и сам чистый дисконтированный доход NPV бу-
дет также иметь логарифмически нормальное
распределение с параметрами M = m + m;

22 ρσ +=D   и плотностью вероятности [1]:
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Функция риска R(x) случайной величины
NPV с параметрами M = D = 1 и M = 1, D = 0,6
изображена на рис. 4

Исследования графиков функции риска при
M = D = 1 и при M = 1, D = 0,6 привели к следу-
ющим выводам:

Если M = D = 1, R/(x) = 0 при х = 0,6185,
причем R/(x) > 0 при 0 < x < 0,6185, R/(x) < 0 при
x > 0,6185.

Значит, при х = NPV = 0,6185 риск макси-
мален и функция риска принимает макси-
мальное значение R (0,6185) = 0,83. При этом
R//(x) < 0 при 0 < x < 0,6185 и R//(x) > 0  при
x > 0,6185, что свидетельствует о том, что при
0 < x < 0,6185 функция риска возрастает замед-
ляющимися темпами, а при x > 0,6185 эта фун-
кция начинает с ростом NPV убывать также за-
медляющими темпами, что, несомненно, пред-
ставляет особый интерес и открывает широкие
перспективы при принятии менеджером ком-
пании инвестиционных решений.

Аналогичный результат получается, если
параметры логарифмически нормального рас-
пределения М и D соответственно равны:
M = 1, D = 0,6:   при х = 1,2, причем R (1,2) = 1,4;
при 0 < x < 1,2 и   при x > 1,2. Это означает, что
при х = 1,2 риск максимален, при этом, посколь-
ку R//(x) < 0  при 0 < x < 1,2 и R//(x) > 0  при
x > 1,2, то в первом интервале функция риска
возрастает замедляющимися темпами, а при

x > 1,2 она начинает убывать также замедляю-
щимися темпами, что дает возможность приня-
тия менеджером нестандартных инвестицион-
ных решений.

7. Не менее важен, с точки зрения менедж-
мента, случай степенного распределения веро-
ятностей чистого дисконтированного дохода NPV
с функцией распределения F(x) = P{NPV < x}=xc,

c > 0, 0 Ј x Ј 1 и функцией риска .
x
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При значениях параметра c > 1 и R//(x) > 0
при всех значениях х и, следовательно, функ-
ция риска степенного распределения при с > 1
возрастает ускоряющимися темпами.

При дробных значениях параметра с: 0 < c <
1 исследование функции риска R(x) приводит к
большим возможностям при принятии инвес-
тиционных решений. А именно, исследуя R(x),
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то есть у функции R(x) существует минимум в
точке x = NPV = 0,25, при этом R/(x) < 0 при
0 < x < 0,25,   при x > 0,25 и R//(x) > 0 при всех

Рис. 4. Графики функций риска логарифмически-нормального распределения NPV с пара-
метрами M = D = 1; M = 1, D = 0,6
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Рис. 5. Функция риска чистого дисконтированного дохода NPV
со степенной функцией распределения при 

2
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=с

значениях x = NPV – чистого дисконтирован-
ного дохода. Это означает, что до точки мини-
мума x = NPV = 0,25 функция риска убывает за-
медляющимися темпами, а после достижения
точки минимума функция риска начинает воз-
растать ускоряющимися темпами (рис. 5).

В случаях, когда чистый дисконтированный
доход NPV имеет другие, менее распространен-
ные на практике, чем ранее описанные распре-
деления вероятностей, исследование его функ-
ции риска R(x) приводит к следующим заклю-
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(кроме гамма-распределения), m – параметр по-
ложения, l – параметр масштаба, l > 0, функ-
ция риска R(x) чистого дисконтированного
дохода при неограниченном возрастании
NPV (NPV ® µ) стремится к постоянной вели-
чине, равной параметру l в случае распределе-
ний Лапласа, двойного показательного, Чампер-

науна и гамма и к величине 
λ
1  при распределе-

нии максимального значения и логистическом.
Это означает, что при как угодно больших

значениях NPV риск проекта остается неиз-
менным.

Более того, в случаях обратного гауссовско-
го распределения (распределения Вальда), бета-
распределения второго рода, распределения
Коши и гиперэкспоненциального распределе-
ния второго рода при неограниченном возрас-
тании NPV (NPV ® µ) риск, убывая, стремится
к нулю замедляющимися темпами, причем, как
и в случае логарифмически нормального распре-
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деления, функция риска первых трех из выше-
названных распределений имеет максимум,
после достижения которого риск начинает убы-
вать замедляющимися темпами, устремляясь к
нулю.

Если же NPV распределен по одному из за-
конов: Накагами, Шарлье, отраженному нор-
мальному, усеченному нормальному, Рэлея, Рэ-
лея-Райса, Максвелла, Симпсона, арксинуса,
минимального значения или имеет классичес-
кое бета-распределение (первого рода), то
его функция риска неограниченно возрастает
(R(x) ® µ) с ростом NPV (NPV ® µ) .

Исследование функции риска чистого дис-
контированного дохода NPV, имеющего различ-
ные распределения вероятностей, привели к
нижеследующим выводам.

Наиболее перспективными распределени-
ями вероятностей чистого дисконтированного
дохода NPV в процессе управления инвестици-
онными рисками и их обоснованного прогно-
зирования являются логарифмически нормаль-
ное, Вейбулла, Парето, Коши, бета-распределе-
ние второго рода, гиперэкспоненциальное вто-
рого рода.

Проверка соответствия распределения слу-
чайной величины NPV – чистого дисконтиро-
ванного дохода – определенному виду распре-
деления проводится методами математической
статистики и в настоящее время достаточно
эффективно осуществляется с помощью специ-
альных компьютерных программ.

Таким образом, основным результатом ис-
следования является заключение, аналогичное
широко известной теореме лауреата Нобелевс-
кой премии по экономике Г. Марковица: "Инве-
стиционные возможности на определенный

момент и для определенной денежной суммы
представляют собой различные комбинации
риска и доходности. Комбинируя рисковые ак-
тивы с коэффициентом корреляции, не равным
(+1), можно построить эффективный портфель,
то есть такой, который обеспечивает наиболь-
шее значение ожидаемой доходности для фик-
сированного уровня риска или наименьший
уровень риска для заданной ожидаемой доход-
ности" [2, с. 86].

Действительно, при заданном достаточ-
но высоком с точки зрения менеджера, значе-
нии чистого дисконтированного дохода NPV,
распределенного по закону Парето, Вейбулла
(0 < c < 1), гамма (0 < c < 1), логарифмически
нормальному, бета второго рода, гиперэкспо-
ненциальному второго рода, риск соответству-
ющего инвестиционного проекта принимает
малое значение, вполне приемлемое для при-
нятия положительного решения об осуществле-
нии проекта и, наоборот, фиксированное до-
вольно малое значение функции риска, а, сле-
довательно, и самого риска, обеспечивает дос-
таточно высокое значение чистого дисконтиро-
ванного дохода NPV, которое зачастую бывает
вполне приемлемым для принятия инвестици-
онного проекта к реализации.

Список литературы
1. Фадеева Е.П., Рабинович Л.М. Явные формулы

риска убыточности инвестиционных проектов с различ-
ными вероятностными распределениями ключевых па-
раметров / Обозрение прикладной и промышленной ма-
тематики: Тезисы докладов VII Всероссийского симпози-
ума по прикладной и промышленной математике. Осен-
няя сессия. – Сочи, 1–7 октября 2007. – С. 255–260.

2. Теплова Т.В. Финансовый менеджмент: управле-
ние капиталом и инвестициями: учебник. – М.: ГУ-ВШЭ,
2000. – 504 с.

В редакцию материал поступил 28.01.10.

Ключевые слова: менеджмент, риск, математические методы в экономике.




